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非局部弹性理论下 P 波在弹性介质和饱和多孔介质
分界面上的透反射问题研究
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青海 西宁　810016；3.  兰州理工大学土木工程学院，甘肃 兰州　730050）

摘要：在工程领域，准确预测波在不同介质中的传播特性对于结构设计和材料性能评估至关重要。经典弹性理论在描述

波传播以及处理高频波和多孔介质时存在局限性。为了弥补这一不足，基于非局部弹性理论，探究了 P 波在弹性介质和饱

和多孔介质分界面上的透反射问题。基于非局部介质理论和 Helmholtz 矢量分解原理，建立了弹性波在层间界面透反射的

数学模型，通过数值算例验证了该模型的正确性，并分析了非局部弹性理论下入射频率、入射角度、单一非局部参数、层间

非局部参数对分界面处波的透反射振幅比的影响规律。研究结果表明：（1）随着入射波频率的增加，两种理论下的振幅比

差异逐渐增大，当频率较高时这种差异性表现尤为显著；（2）在两种理论下，随着角度的增加，反射 P1 波的振幅比受角度变

化的影响最小，其余波型波受角度变化的影响程度相似，其中振幅比最大差异达 33%；（3）分界面处波的透反射规律受到非

局部参数的调控，弹性介质非局部参数的变化对透射波的振幅比的影响极为微弱。研究成果对于深入理解波在不同介质

界面的传播行为具有重要意义，可为复合材料设计、波传播预测及环境振动分析提供理论支撑。

关键词：非局部弹性理论；多孔介质；弹性波；透反射；振幅比
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Abstract：Accurate prediction of wave propagation properties in different media is essential for structural design
and material performance evaluation in engineering. Classical elasticity theory has limitations in describing wave 
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propagation,  particularly  when  dealing  with  high-frequency  waves  and  porous  media.  To  address  these
shortcomings, this study investigated the transmission and reflection of P-waves on the dividing surface of elastic
and  saturated  porous  media  based  on  the  nonlocal  elasticity  theory.  Based  on  the  nonlocal  medium  theory  and
Helmholtz vector decomposition principle, a mathematical model of elastic wave transmission and reflection at the
interlayer  interface  was  established,  and  the  correctness  of  the  model  was  verified  by  numerical  examples.  The
effects of incident frequency, incident angle, single nonlocal parameter, and interlayer nonlocal parameter on the
amplitude ratio of wave transmission and reflection at the interface are analyzed under the nonlocal elastic theory.
The results show that the difference between the amplitude ratios under the two theories gradually increases with
the  increase  of  the  incident  wave  frequency,  becoming  particularly  pronounced  at  higher  frequencies.  The
amplitude  ratio  of  the  reflected  P1  wave  presents  the  least  sensitivity  to  variations  in  incident  angle  under  both
theories,  whereas  the  other  wave  types  demonstrate  comparable  angular  dependencies,  with  the  maximum
observed amplitude ratio difference reaching 33%. It is worth noting that the transmission and reflection patterns
of  waves  at  the  interfaces  are  regulated  by  nonlocal  parameters,  and  changes  in  the  nonlocal  parameters  of  the
elastic medium have an extremely weak effect on the amplitude ratio of the transmitted waves. The findings of this
study are of significance for the in-depth understanding of wave propagation behavior at the interfaces of different
media,  and  provide  new  theoretical  support  and  analytical  tools  for  engineering  applications  such  as  composite
material design, wave propagation prediction, and environmental vibration analysis.
Keywords：nonlocal elasticity theory；porous media；elastic wave；transparent reflection；amplitude ratio

 

波动理论在岩土工程和复合材料等方面应用广

泛，特别是在地震工程 [1 − 2]、地基动力学 [3 − 4] 和近场动

力学 [5 − 6] 等领域。传统的弹性波动理论假设介质是连

续且均匀的，并且采用局部理论描述波的传播，即认

为介质中某一点的应力仅与该点的应变有关 [7 − 9]。然

而，实际介质往往表现出非局部特性，即一点的响应

可能受到其邻近点的影响。非局部弹性理论考虑了

这种内部长度尺度的影响 [10 − 12]，为更准确地描述波在

真实介质中的传播提供了理论框架。

在以往的研究中，针对饱和土中弹性波传播规律

的研究主要依赖于经典的 Biot 理论 [13 − 14]。该理论的

构建基础是假设波长显著超过饱和土孔隙的尺寸。

现有文献和试验研究结果显示 [15 − 16]，在高频条件下，

这一假设不再有效。此时，孔隙尺寸对波传播的特性

具有决定性影响。再者，波动传播过程中会引起土颗

粒的运动，从而产生孔隙动应力，这种应力会随着输

入频率的增加而增大。但是 Biot 理论在建模时将孔

隙尺寸视作固定常数，未能考虑到孔隙尺寸变化和孔

隙动应力对波传播特性的影响。

为了解决上述问题，Tong 等 [17] 将非局部参数引入

并且忽略流体的非局部效应，建立了非局部两相饱和

多孔介质的波动方程。基于上述非局部弹性理论下

的波动方程，王宁等[18]、丁海滨等[19]、王观阳等[20] 对非

局部理论下饱和土地基的动力响应问题进行了研究，

以上研究均表明非局部参数对饱和土地基的应力以

及位移有显著影响，非局部弹性理论和局部弹性理论

下饱和土的动力响应具有显著差异性。随后，徐长节

等[21]、Xu 等[22]、Ding 等[23] 将问题拓展到非局部理论下

饱和土中衬砌等地下结构对波的散射问题上，结果表

明非局部参数对衬砌动应力集中因子的影响与入射

波频率有关，高频下影响较为明显。为了进一步对非

局部弹性理论下饱和多孔介质中波的传播特性进行

研究，Tong 等[24] 提出了一种基于非局部饱和多孔介质

理论 Reyleigh 波传播的模型，结果仍然显示随着响应

频率的增加，非局部尺度效应对瑞利波速度和位移场

的影响越来越强。通过上述文献可知非局部理论下

和局部理论下波的传播特性具有显著差异，且这种差

异性在高频时更为明显。

在岩土工程实践中，地震波常常遇到不同介质的

分界面，以往对弹性波在交界面上的透反射问题研

究主要集中在如饱和多孔介质 [25 − 26]、非饱和多孔介

质[27 − 28]、饱和冻土介质[29 − 30] 与单相弹性介质之间的交

界面处。研究弹性波在不同介质交界面上波的透反

射特性是岩土工程领域极为重要的一个分支，但是以

往的研究大都基于经典弹性理论，即基于局部应力-应
变关系，而非局部弹性理论下分界面上波的透反射研

究鲜有报道。

因此，非局部理论下弹性波在饱和多孔介质和弹
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性介质分界面上的透反射问题亟待开展。本文基于

非局部弹性理论，建立了 P 波在弹性介质和饱和多孔

介质分界面处透反射振幅比的关系式，旨在深入探讨

非局部弹性理论下 P 波在弹性介质与饱和多孔介质

分界面上的透反射问题。研究不同入射条件下 P 波

的反射和透射系数，以及非局部参数对波传播特性的

影响规律，以期对岩土工程、复合材料、地震工程等

领域提供相应的技术支持。 

1    控制方程
 

1.1    问题的数学模型

考虑 P 波以 θip1 的入射角度从饱和多孔介质入射

到弹性介质分界面处，波的透反射模型如图 1（a）所
示。饱和多孔介质中会产生反射 P1 波、反射 P2 波、

反 射 SV 波 ， 弹 性 介 质 中 会 产 生 透 射 P 波 和 透 射

SV 波。根据非局部弹性理论，若影响 P 点应力的应

变场区域半径为 r,则 P 点受到以 P 为圆心，r 为半径

范围内所有质点对其作用，如图 1（b）所示。 

1.2    非局部弹性介质理论

为了考虑土体中任意点周围整个区域内其它点

对该点处应力的影响，运用 Eringen 提出的非局部理

论 [10 − 11] 来描述土体的力学特性，假定场地土为均质线

弹各向同性介质，在动力情况下，不计体力时的基本

方程为：

σe
i j, j = ρeüe

i （1）

σe
i j (r) =

w
V
χ (|r− r′|, τ)Ci jklεkldV (r′) （2）

εei j =
1
2

(
ue

i, j+ue
j,i

)
（3）

σe
i j

σe

式中： ——非局部理论下弹性介质的非局部应力张

                        量 的分量/Pa；
εe

i j εe——弹性介质的应变张量 的分量；

ue
i
——弹性介质的位移张量 ue 的分量/m；

Cijkl——四阶弹性张量 C的分量；

ρe——弹性介质的密度/（kg·m−3）；

χ (|r− r′|, τ)——非局部模量；

r——位移张量/m；

τ=e0a——非局部核函数；

|r− r′|——欧式距离/m。

Eringen 给出了式（2）的微分形式为：(
1−τ2

e∇2)σe
i j = σ

eL
i j （4）

σeL
i j式中： ——经典弹性理论下弹性介质的局部应力张

                        量/Pa；
τe——弹性介质的非局部参数。

结合式（1）和式（4）可得：(
1−τ2

e∇2)ρeüe
i = σ

eL
i j, j （5）

弹性介质的应力应变关系为：

σeL
i j = 2µeεi j+δi jλeue

i,i （6）

λe µe式中： 、 ——弹性介质的 Lamb 常数；

δi j ——克罗内克符号。

联立式（3）（5）（6）可以得到非局部理论下弹性介

质的控制方程：

(λe + µe)∇ (∇ ·ue)+µe∇2ue =
(
1−τ2

e∇2)ρeüe （7）
 

1.3    非局部饱和多孔介质理论

在非局部弹性理论情况下，式（4）描述了弹性介

质非局部应力和局部应力的关系，因此在饱和多孔弹

性介质中也可以得到式（4）的相似形式：(
1−τ2

b∇2)σi j = σ
L
i j （8）

 

（a）P波在分界面上的透反射情况

（b）非局部弹性理论示意图

O

P2

P1P

饱和多孔介质弹性介质

分界面

x

z
θip1

固相
液相

x

y

z
Q

P

r
u(r)

σ3(r)dS3

σ1(r)dS1 ∫σl(r)dV

σ2(r)dS2

x

y

z

P

V

SV

SV

Pn(r)

入射P波

图 1    非局部理论下 P 波在介质分界面上透反射数学模型

Fig. 1    Mathematical model of P wave transmission and
reflection on the interface of medium under nonlocal theory

σ1dS1 σ2dS2 σ3dS3w
V
σldV

注：（b）图中 Pn(r) 为场区域内的应力；u(r) 为场区域内的位移；r 为以 P 点为

圆心、影响 P 点应力场区域内的半径； 、 、 分别为

单元体 x、y、z 方向上的微内力； 为总力。
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σi j

σ

式中： ——经典 Biot 理论下饱和多孔介质的应力张

                        量 的分量/Pa；
σL

i j

σL

——非局部弹性理论下饱和多孔介质的应力

                张量 的分量/Pa。
τb——饱和多孔介质的非局部参数。

考虑动力情况下，饱和多孔介质的平衡方程为：

σi j, j = ρüi+ρfẅi （9）

ui u式中： ——土骨架位移张量 的分量/m；

wi w——流体相对位移张量 的分量/m；

ρ = (1−n0)ρs+n0ρfρ——土体密度/（kg∙m−3）， ；

ρs ρf、 ——土颗粒、流体密度/（kg∙m−3）；

n0——孔隙率。

由 Tong 等 [17] 的研究结果可知，流体的非局部影

响应该被忽略，因此流体的运动方程可以表示为：

pL
f,i = ρf üi+

ρf

n0

ẅi+
η

k
F (ζ) ẇi （10）

F (ζ) =
ζT (ζ)

4(1+2iT (ζ)/ζ)
，ζ = δ

√
f / fc，

δ =
√

8ξ1，T (ζ) =
ber′ (ζ)+ ibei′ (ζ)
ber (ζ)+ ibei′ (ζ)

（11）

pL
f式中： ——孔隙水压力/Pa；

η——流体的黏滞系数/（Pa·s）；
k——渗透系数/m−2；

F (ζ)——黏性修正系数；

i =
√
−1i——虚数， ；

ber、bei——第一类零阶开尔文函数的实部和虚部；

f——入射频率/Hz；
fc——特征频率/Hz；
ξ1——弯曲因子。

基于经典 Biot 饱和多孔介质理论，饱和多孔介质

中的应力应变关系如下：

σL
i j = 2µεi j+δi j

(
λe−αpL

f

)
（12）

pL
f = −αMe+Mξ （13）

α = 1−Kb/Ks，M = Q/[n0(α−n0)]，
Q = n0Ks(Ks−n0Ks−Kb)/(Ks+γK2

s −Kb),γ = n0(1/Kf−1/Ks)
（14）

λ µ式中： 、 ——饱和多孔介质的 Lamb 常数；

α、M——饱和多孔介质的 Biot 参数；

e = ∇ ·ue——固体骨架的体应变， ；

ξ = ∇ ·wξ——流体体积含量的变化量， ；

Kb——土骨架的体积模量/Pa；
Ks、Kf——土颗粒、流体的体积模量/Pa。

结合式（8）—（14）可以得到非局部弹性理论下饱

和多孔介质的控制方程：

µ∇2u+
(
λ+µ+α2 M

)∇ (∇ ·u)+αM∇ (∇ ·w) =(
1−τ2

b∇2) (ρü+ρfẅ) （15）

αM∇ (∇ ·u)+M∇ (∇ ·w) = ρfü+
ρf

n0

ẅ+
η

k
F (ξ) ẇ （16）

 

2    控制方程求解

为了求解介质的控制方程，根据 Helmholtz 矢量分

解原理，弹性介质以及饱和多孔介质中的位移矢量

ue、u、w可以用势函数分别表示为：

ue = ∇φe+∇×ψe （17）

u = ∇φu+∇×ψu （18）

w = ∇φw+∇×ψw （19）

将式（17）代入到式（7）中，将式（18）（19）代入到式

（15）（16）中进行散度和旋度运算后整理可得：

∇2φe =

(
1−τ2

e∇2)ρe

λe+2µe

φ̈e （20）

∇2ψe =

(
1−τ2

e∇2)ρe

µe

ψ̈e （21）

(
λ+2µ+α2 M

)∇2φu+αM∇2φw =
(
1−τ2

b∇2) (ρφ̈u+ρfφ̈w)
（22）

αM∇2φu+M∇2φw = ρfφ̈u+
ρf

n0

φ̈w+
η

κ
F (ζ) φ̇w （23）

µ∇2ψu =
(
1−τ2

b∇2) (ρψ̈u+ρfψ̈w

)
（24）

ρfψ̈u+
ρf

n0

ψ̈w+
η

k
F (ξ) ψ̇w = 0 （25）

式（20）（21）的解的一般形式为：

φe = Ae exp
[
ikpe

(
lx+nz− cpet

)]
（26）

ψe = Be exp[ikse (lx+nz− cset)] （27）

Ae Be式中： 、 ——各相势函数幅值；

kpe kse、 ——弹性介质中 P 波和 SV 波的波数；

l、n——对应波的方向矢量值，l2+n2=1；
cpe cse、 ——弹性介质中P 波和SV 波的波速/（m·s−1）。

式（22）—（25）的解的一般形式为：

φα = Aα exp
[
ikp

(
lx+nz− cpt

)]
（28）

ψα = Bα exp[iks (lx+nz− cst)] （29）

Aα Bα

α = u,w
式中： 、 ——饱和多孔介质中各相势函数幅值，

                                ；
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kp ks、 ——饱和多孔介质中 P 波、SV 波的波数；

cp cs、 ——饱和多孔介质中 P 波、SV 波的波速 /
                    （m·s−1）。

将式（26）（27）代入到式（20）（21）中可以直接得到

弹性介质中 P 波和 SV 波的波速如下：

cpe =

√(
λe+2µe−ρeω2τ2

e

)
ρe

（30）

cse =

√
µe−ρeω2τ2

e

ρe

（31）

ω式中： ——角频率/（rad·s−1）。

将式（28）（29）代入到式（22）—（25）中可以得到关

于饱和多孔介质中 P 波和 SV 波的特征方程：

Ak4
p +Bk2

p +C = 0，Dk2
s −C = 0 （32）

A = (λ+2µ) M+ (ρfα−ρ) Mω2τ2其中： ，

B =
(
mρ−ρ2

f

)
τ2ω4 + ibρτ2ω3− iωb

(
Mα2+λ+2µ

)−[
(λ+2µ)m+M

(
ρ+mα2−2αρf

)]
ω2，

C =
(
mρ−ρ2

f

)
ω4+ ibρω3，

D =
(
ρ2

f −mρ
)
τ2ω4− ibρτ2ω3+mµω2+ ibµω,b = ηF (ξ)/k。

由式（32）可得 P1 波、P2 波和 SV 波的波数为：

k2
p1 = k2

p2 =
−B±

√
B2−4AC

2A
，k2

s =C/D （33）

kp1 kp2 ks式中： 、 、 ——P1 波、P2 波、SV 波的波数。

同时根据式（32）可以得到液相和固相势函数幅值

之比：

mi =
Aw i

Au i

=
αMk2

pi−ρfω
2

−Mk2
pi+mω2+ iωb

(i = 1,2) （34）

m3 =
Bw

Bu

=
−ρfω

2

mω2+ iωb
（35）

 

3    波场分析
 

3.1    波场的势函数表达式

φI
α ψI

α

图 1 中波场共分为两类，分别由饱和多孔介质和

弹性介质构成。其中饱和多孔介质中总的波场势函

数 、 可表示为：

φI
α = Aα

ip1 exp
[
ikip1

(
lip1 x−nip1z− cip1t

)]
+

Aα
rp1 exp

[
ikrp1

(
lrp1 x+nrp1z− crp1t

)]
+ (α = u,w)

Aα
rp2 exp

[
ikrp2

(
lrp2 x+nrp2z− crp2t

)]
（36）

ψI
α = Bα

rs exp[ikrs(lrs x+nrsz− crst)] (α = u,w) （37）

Aα
ip1式中： ——α 相入射 P1 波的波幅系数；

Aα
rβ

——α 相反射 β 波的波幅系数，β=p1，p2，s，分
               别表示 P1 波、P2 波，SV 波；

liβ niβ、 ——入射 β 波在 x、z 方向的方向矢量值；

lrβ nrβ、 ——反射 β 波在 x、z 方向的方向矢量值；

ciβ——入射 β 波的波速/（m·s−1）；

Bα
rs
——α 相反射 SV 波的波幅系数。

φe ψe弹性介质中总的波场势函数 、 可表示为：

φe = Atpe exp
[
iktpe

(
ltpe x−ntpez− ctpet

)]
（38）

ψe = Btse exp[iktse (ltse x−ntsez− ctset)] （39）

Atpe、Btse式中： ——弹性介质透射 P 波、SV 波的波幅

                                  系数；

ktβe ——弹性介质透射 β 波的波数；

ltβe ntβe、 ——弹性介质透射 β 波在 x、z 方向的方

                       向矢量值；

ctβe ——弹性介质透射 β 波的波速/（m·s−1）。

为满足分界面处的连续条件，任何两个相邻介质

层中各体波的水平波数必相等。由 Snell 定律可知：

kip1lip1 = krp1lrp1 = krp2lrp2 = krslrs = ktpeltpe （40）
 

3.2    位移势函数的解

由式（4）可知在非局部弹性理论下弹性介质中的

非局部应力和局部应力存在如下关系：

σe
i j = σ

eL
i j +

∞∑
n=1

τ2n∇2nσeL
i j （41）

∞∑
n=2

τ2n∇2n

根据 Tong 等 [17] 和王宁等 [18] 的研究可知 ，由于

非局部参数 τ 为高阶小量 ，所以 ，可将高阶无穷项

忽略。

因此，在弹性介质中非局部应力可以表示为：

σe
i j =

(
1+τ2∇2)σeL

i j （42）

σe ue进而弹性介质中的应力 、位移 可以表示成如

下的势函数形式：

ue
x =

∂φe

∂x
− ∂ψe

∂z
，ue

z =
∂φe

∂z
+
∂ψe

∂x
（43）

σe
xz = µe

(
1+τ2∇2) (2 ∂2φe

∂x∂z
+
∂2ψe

∂x2
− ∂

2ψe

∂z2

)
（44）

σe
zz =

(
1+τ2∇2) [λe

(
∂2φe

∂x2
+
∂2φe

∂z2

)
+2µe

(
∂2φe

∂z2
+
∂2ψe

∂x∂z

)]
（45）

同理，在饱和多孔介质中非局部应力和局部应力

之间的关系也应满足式（41），因此饱和多孔介质中的
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σ应力 和位移 u、w可以表示成如下的势函数形式：

ux =
∂φu

∂x
− ∂ψu

∂z
，uz =

∂φu

∂z
+
∂ψu

∂x
（46）

wx =
∂φw

∂x
− ∂ψw

∂z
，wz =

∂φw

∂z
+
∂ψw

∂x
（47）

σxz = µ
(
1+τ2∇2) (2 ∂2φu

∂x∂z
+
∂2ψu

∂x2
− ∂

2ψu

∂z2

)
（48）

pf = −
[
αM

(
∂2φu

∂x2
+
∂2φu

∂z2

)
+M

(
∂2φw

∂x2
+
∂2φw

∂z2

)]
（49）

σzz =
(
1+τ2∇2)


−αpf +λ

(
∂2φu

∂x2
+
∂2φu

∂z2

)
+

2µ
(
∂2φu

∂z2
+
∂2ψu

∂x∂z

)
 （50）

 

3.3    边界条件

如图 1 所示，在 z=0 处的应力、位移连续边界条件为：

（1）饱和多孔介质和弹性介质交界面处的法向位

移连续：

uz = ue
z （51）

（2）饱和多孔介质和弹性介质交界面处的切向位

移连续：

ux = ue
x （52）

（3）考虑饱和多孔介质层间界面的不透水条件，因

此饱和多孔介质和弹性介质交界面处的正应力连续：

σzz+ pf = σ
e
zz （53）

（4）饱和多孔介质和弹性介质之间切应力连续：

σxz = σ
e
xz （54）

（5）饱和多孔介质界面处流体相对位移为 0：

wz = 0 （55）

将式（43）—（50）代入到式（51）—（55）的边界条件

中可以得到关于波幅系数的线性方程组：

AX = Aip1 B （56）

A =
[
ai j

]
5×5 B =

[
bi j

]
5×1其中，矩阵 ， ，

X = [Arp1 Arp2 Brs Atpe Btse]T　　 。

Aip1设入射波的幅值 =1，进而通过求解线性方程组

（56），就可以获得 X内各波幅系数的透反射振幅比。 

4    数值分析
 

4.1    验证

τe = τ = 0

为了对本文方法的正确性进行验证，Tong 等 [17] 研

究了非局部理论下饱和多孔介质中波的传播特性，因

此本文饱和多孔介质参数取值同文献 [17]，具体数值

见表 1。图 2 给出了非局部理论下饱和多孔介质中纵

波波速和横波波速随频率的变化曲线，从图 2（a）可以

看出本文解与文献解吻合较好。为了进一步说明本

文方法的正确性，取 ，本文研究问题退化为徐

平等 [31] 研究的 P 波从饱和多孔介质入射到弹性介质

中层间界面的透反射问题，图 2（b）给出了透射 P 波和

透射 SV 波的振幅比随入射角度的变化规律，从图中

可以看出本文解和文献解较为吻合，从而说明了本文

研究方法的正确性。
 
 

表 1    饱和土地基物理力学参数

Table 1    Physical and mechanical parameters of saturated soil foundation
 

材料
参数

土颗粒密度
/（kg∙m−3）

流体密度
/（kg∙m−3）

流体体积模量
/GPa

土颗粒体积模量
/GPa

土骨架体积模量
/MPa

剪切模量
/MPa

孔隙率
渗透系数

/m−2

流体黏滞系数
/（Pa∙s）

弯曲
因子

孔隙半径
/μm

取值 2 650 1 000 2.25 36 43.6 26.1 0.47 1×10−10 1×10−3 1 23
 
 

4.2    入射频率对振幅比的影响

为了充分研究非局部弹性理论下弹性介质和饱

和多孔介质层间界面处的透反射问题，本文需要选

取一组饱和土地基和弹性地基的物理力学参数，饱

和土地基物理力学参数参见表 1，弹性地基的拉梅

常数分别为 λe=1.225×109 Pa，μe=44.9×106 Pa，密度为 ρe=
2 700 kg/m3。由于本文是在非局部弹性理论下建立的

相应数学模型，因此为了比较经典弹性理论与非局部

弹性理论下波的传播特性的异同，取入射角 θip1=30°。
图 3 给出了两种理论下饱和多孔介质与弹性介质交

界面处反射 P1 波、反射 P2 波、反射 SV 波、透射 P

波、透射 SV 波的振幅比随频率（f）变化的曲线。在非

局部弹性理论下当弹性介质和饱和多孔介质的非局

部参数 τe=τb=0 时，非局部弹性理论下的波动方程退化

为经典弹性理论下的波动方程。从图 3 可以看出当

频率较小时，两种理论下的振幅比曲线差异较小，并

且曲线几乎重合，随着频率的增加两种理论下的振幅

比差异逐渐增大，当频率较高时，这种差异性表现的

尤为显著。这意味着弹性波在高频入射时，由于介质

自身非局部参数的影响使得界面处的振幅比差异较

大，非局部参数对于高频下波的传播特性的影响将无

法被忽视。
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非局部弹性理论提供了一种更为精确的方法来

分析和预测材料在不同加载条件下的动态响应，复合

材料在航空、航天和汽车工业中广泛应用，其内部结

构的非均匀性要求在设计和分析时必须考虑非局部

效应。由于这些应用中常常涉及到高频应力波的传

播，非局部参数的引入可以提高对复合材料内部应力

以及应变场的预测精度，从而优化材料设计，提高其

性能和可靠性，这与经典弹性力学理论下的情形显著

不同。

值得注意的是，当频率逐渐增加时，从图中还可

以看出非局部参数对于 SV 波振幅比的影响要大于对

P 波反射波和透射波振幅比的影响，即两类理论下

P 波的振幅比随频率的增加变化趋势相同，SV 波的振

幅比变化随频率增加呈现相反的趋势。当频率 f=
1 000 Hz 时，非局部弹性理论和经典弹性理论下 SV
波振幅比的差异达到 12%，这再次说明考虑非局部效

应对于波的传播特性影响的重要性。 

4.3    入射角度对振幅比的影响

不同的波的入射角度会影响反射波的强度和相

位，进而影响波的传播效果。上一节讨论了入射角

θip1=30°时界面处弹性波的传播规律，由于高频下非局

部效应更加明显，本节为了进一步研究入射角度以及

非局部参数对振幅比的影响规律 ，取入射频率 f=
1 000 Hz。图 4 给出了两种理论下介质交界面处反射

P1 波、反射 P2 波、反射 SV 波、透射 P 波、透射 SV 波

的振幅比随入射角度变化的曲线。当波垂直入射时

（θip1=0°），此时反射 SV 波和透射 SV 波消失，界面处只

存在反射 P1 波、反射 P2 波、透射 P 波 ，此时反射

P1 波振幅比达到最大。当波掠入射时（θip1=90°），反
射 P1 波振幅比为 1，界面处不产生任何其余反射波。

随着入射角度的增加反射 P2 波、反射 SV 波、透射

SV 波的振幅比均呈现振幅比随着角度增加先增大后

减小的趋势，并且在角度 θip1=77°附近出现峰值。在两

种理论下随着角度的增加反射 P1 波的振幅比差异性

较小，受到的影响最小，反射 P2 波、反射 SV 波、透射

P 波、透射 SV 波受到角度变化的影响程度相似，其中

透射 P 波受到角度变化影响最大，两种理论下在 θip1=
77°时振幅比差异达到 33%。波的入射角度对波的透

反射特性有显著影响，对于评估环境振动在不同角度

入射时对建筑物的影响具有重要意义，尤其是在斜坡

地带或复杂地质结构中，非局部参数的引入可以提供

更为精确的动力响应预测，从而为工程设计和灾害预

防提供科学依据。 

4.4    单一非局部参数对振幅比的影响

由于介质的非局部效应显著的影响了波的传播

特性，因此为了进一步探究介质的非局部参数对波的

传播特性的影响规律，取入射角度 θip1=30°，入射频率
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f=10，500，1 000 Hz。另外，为了方便，取弹性介质和饱

和多孔介质的非局部参数相同，即 τe=τb。图 5 给出了

介质交界面处反射 P1 波、反射 P2 波、反射 SV 波、透

射 P 波、透射 SV 波的振幅比随非局部参数变化的曲

线。从图中可以看出当入射频率 f=10 Hz 时，随着非

局部参数的增加，各类波的振幅比趋势一定，基本无

波动变化。当入射频率 f=1 000 Hz 时可以看出反射 P1
波的振幅比随着非局部参数的增加而增加，其余波的

振幅比均呈现随非局部参数的增加而减小的趋势，这

同 4.2 节发现的规律相似。这说明了在高频振动时介

质界面处的透反射规律受到介质的非局部参数显著

影响，因此在非局部弹性理论下，考虑介质的非局部

参数对工程隔振、矿物探测均具有实际的工程意义。 

4.5    层间非局部参数对振幅比的影响

上节对介质的非局部参数的讨论中，为了方便，

取 τe=τb，但是实际工程中饱和多孔介质和弹性介质的

物理特性显著不同，进而两类介质的非局部参数应存

在差异性，为了进一步探究两类介质各自的非局部参

数对层间界面处弹性波传播规律的影响，取入射角度

θip1=30°，入射频率 f=1 000 Hz。图 6 给出了介质交界面

处反射 P1 波、反射 P2 波、反射 SV 波、透射 P 波、透

射 SV 波的振幅比随非局部参数变化的三维曲线。当

弹性介质和饱和多孔介质的非局部参数均增大时，反

射 P1 波和反射 SV 波的振幅比随之增大，反射 P2 波

的振幅比随之减小。值得注意的是透射 P 波和透射

SV 波的振幅比随非局部参数增加呈现相同的趋势，

即弹性介质的非局部参数 τe 的变化对透射波的振幅

比的影响极为微弱，只有当饱和多孔介质的非局部参
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数增加至一定范围（τb≥0.008）时，透射波的振幅比才

会呈现增大的趋势。本节的研究结果表明，层间非局

部参数的变化对透射波的振幅比有显著影响，这对于

分析地震波在不同地质结构中的传播尤为重要。在

地震灾害预防和地质勘探中，考虑层间非局部参数的

影响可以提供更为精确的波传播模型，从而提高地震

波探勘的准确性和地震危险性评估的可靠性。 

5    结论

（1）非局部弹性理论和经典弹性理论下界面处的

振幅比具有显著差异，并且随着频率的增加这种差异

性表现的尤为显著。这意味着弹性波在高频入射时，

由于介质自身非局部参数的影响使得界面处的振幅

比差异较大，非局部效应对于高频下波的传播特性的

影响将无法被忽视。

（2）入射角度和单一非局部参数均对振幅比有显

著影响。在两种理论下随着角度的增加反射 P1 波的

振幅比受到角度变化的影响最小，其余波型波受到角

度变化的影响程度相似，其中透射 P 波受到角度变化

影响最大，两种理论下在 θip1=77°时振幅比最大差异达

到 33%。反射 P1 波的振幅比随着单一非局部参数的

增加而增加，其余波的振幅比均呈现随单一非局部参

数的增加而减小的趋势，在高频振动时介质界面处的

透反射规律受到介质非局部参数的显著影响。

（3）当弹性介质和饱和多孔介质的非局部参数均

增大时，反射 P1 波和反射 SV 波的振幅比随之增大，

反射 P2 波的振幅比随之减小。值得注意的是透射

P 波和透射 SV 波的振幅比随非局部参数增加呈现相

同的趋势，即弹性介质的非局部参数 τe 的变化对透射

波的振幅比的影响极为微弱，只有当饱和多孔介质的

非局部参数增加至一定范围（τb≥0.008）时，透射波的

振幅比才会呈现增大的趋势。
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