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摘要：变密度地下水流系统受水力梯度和密度梯度共同驱动，非线性强，数值模型计算量大，尤其在开展不确定性分析时

需要的计算成本很高。常规的数据驱动机器学习方法只能对点监测信息进行模拟分析，不能模拟整个地下水流系统。本

研究发展了变密度地下水流降阶模型，利用高斯过程模型对降阶模型的数值误差进行修正组成耦合模型。耦合模型既能

克服高斯过程只能模拟有限监测点信息的缺陷，又能提高降阶模型对监测点信息的模拟精度。考虑二维剖面变密度地下

水流案例，将渗透系数场设定为空间随机变量，采用基于全阶模型（FSMC）、降阶模型（ROMC）和耦合模型（GP-ROMC）3 种

蒙特卡罗模拟方法进行不确定分析。研究结果表明：（1）ROMC 能替代 FSMC 开展不确定性分析；（2）水头和盐度的平均相

对二范误差与降阶模型维度的关系可用指数函数描述（决定性系数 R2≥0.99）；（3）GP-ROMC 对监测点信息的模拟精度比

ROMC 高，GP-ROMC 可有效修正降阶模型误差提高蒙特卡罗模拟的精度。研究成果可为地下水建模、不确定性分析、风

险评估及参数反演等工作提供重要技术支撑。

关键词：地下水；变密度地下水流；降阶模型；高斯过程；蒙特卡罗模拟
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Abstract：Variable-density groundwater flow (VDGF) is jointly driven by hydraulic and density gradient, leading
to strong nonlinearity, large computational burden of numerical models, and therefore huge computational cost of
Monte Carlo simulation for uncertainty analysis. This study developed the reduced-order model (ROM) for VDGF 
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and built the Gaussian process (GP) for simulating the numerical error of the ROM. The coupled model can obtain
solutions  of  head  and  salinity  across  the  study  domain  while  GP  simulates  observation  information  at  limited
locations.  Moreover,  the  coupled  model  can  provide  higher  solution  accuracies  of  head  and  salinity  at  the
observation locations  than the  ROM. A two-dimensional  (cross-section)  VDGF test  case  was  considered,  where
hydraulic conductivity was taken as a spatially random field. MC simulations were performed using three models,
including the full-system model, the ROM, and the coupled model, with corresponding MC strategies denoted as
FSMC,  ROMC,  and  GP-ROMC,  respectively.  The  results  show that  ROMC can  be  an  alternative  to  FSMC for
conducting  uncertainty  quantification.  The  relationship  between  head  (or  salinity)  and  the  dimensional  of  ROM
can be characterized using power functions with determinate coefficients larger than 0.99. GP-ROMC has higher
solution accuracy than ROMC, which indicates that GP is capable for simulating the numerical error of ROM. The
results  in  this  study  are  significant  for  performing  simulation,  uncertainty  quantification,  risk  assessment,  and
parameter estimate in the context of groundwater.
Keywords：groundwater；variable-density groundwater flow；reduced-order model；Gaussian process；Monte
Carlo simulation

 

在水文地质与工程地质领域中，参数普遍存在不

确定性 [1 − 2]。为了开展不确定性分析 [3]、风险评估 [4 − 5]

和参数反演 [2, 6 − 8] 等工作，通常需要开展蒙特卡罗模

拟。当系统复杂、数值网格较细时，蒙特卡罗模拟为

了确保收敛需要的计算量很大 [9]。变密度地下水流受

水力梯度和密度梯度共同驱动，广泛出现在海水入侵

预测 [10 − 12]、海岛水资源管理 [13 − 15]、盐湖地下水分析 [16]

及卤水开采 [17] 等问题中。该系统复杂、非线性强，为

了避免数值振荡，通常需要采用较细的数值网格。基

于传统数值模型又称全阶模型（full system model，FSM）

开展蒙特卡罗模拟（full system model-based Monte Carlo
simulation，FSMC），计算量非常大，不利于应用。

有较多的研究致力于发展代理模型 [18 − 20]，用来替

换全阶模型，以达到节省计算量的目的。代理模型按

照其原理大致可以分为 2 类：数据驱动模型 [20] 和物理

机制模型 [21 − 24]。数据驱动模型，利用的蒙特卡罗模拟

数值解集与参数样本共同形成训练集，对数据驱动模

型进行训练 [19 − 20]。物理机制模型基于数学物理方程

进行推导得到，例如，基于正交分解的降阶模型 [25 − 26]。

数据驱动模型的训练集中，通常只采集几个关键点位

的模型输出作为训练样本，例如只采集监测井的水头

和浓度数据 [27]，这样可以减少代理模型的构建难度，

但同时也限制了代理模型的功能。这种数据驱动模

型在一些情况下是合理的，例如，在反演问题中实际

只有几口监测井能采集数据 [18]；但在需要考虑某块区

域模型输出的不确定性时，例如，当进行含水层海水

入侵现状评估时 [28]，零星盐度数据难以用于定量含水

层的整体情况。

基于正交分解的降阶模型，其原理是将高维度的

数值解投影到低维度的空间中，并通过求解低维度系

统获取高维度数值解的近似解[29]。因为低维度系统的

计算量远低于高维度，所以可以大程度上减少计算

量。降阶模型解精度受降阶空间维度和基的质量影

响 [21 − 22]。维度越高，解精度越高，计算量也越大。降

阶空间基的质量受所选取全阶模型的数值解的数量

及质量影响。在水文地质领域中已有关于降阶模型

的研究。Pasetto 等 [22] 考虑非稳定承压地下水流问题，

将渗透系数在几个区块上考虑为随机均匀分布，构建

基于降阶模型的蒙特卡罗模拟，即降阶蒙特卡罗模拟

（reduced-order  model-based  Monte  Carlo  simulation，
ROMC）。Li 等 [24] 构建含水层溶质迁移系统的降阶模

型，并分析了降阶模型解的误差随时间增大的现象。

Li 等 [23] 构建了 Henry 及 Elder 等变密度地下水流问题

的降阶模型，发现降阶模型解精度会随时间增大而减

小，但并未开展 ROMC 研究。Pasetto 等[26] 将渗透系数

考虑为空间随机变量，构建稳定承压地下水流系统的

降阶模型，并开展了 ROMC，揭示了水头误差与降阶

模型维度之间的指数关系。Xia 等 [21] 基于随机地下水

流统计矩方程获取降阶空间的基，构建稳定地下水流

避免了全阶模型数值解的数量和质量优化问题。降

阶模型在水文地质领域，特别在变密度地下水流问题

中的研究和应用还比较少。

本文考虑沙箱尺度的注水试验数值模型，将渗透

系数考虑为空间随机场，构建具有时变边界的变密度

地下水流降阶模型。此外，本文耦合降阶模型与高斯

过程（Gaussian processes，GP）开展高斯过程-蒙特卡罗
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耦 合 模 拟 （Gaussian  process-reduced-order  model-based
Monte Carlo simulation，GP-ROMC），充分结合数据驱

动与物理机制模型的优势。以 FSMC 数值解为参照，

分析了 ROMC 与 GP-ROMC 的数值精度随降阶模型

维度和时间的变化规律，论证了变密度地下水流问题

中使用 ROMC 的 GP-ROMC 可行性与合理性。 

1    理论与方法
 

1.1    变密度地下水流控制方程

在变密度地下水流中，水流受水力梯度与密度共

同驱动，考虑二维剖面孔隙承压含水层变密度地下水

流控制方程为[30]：
∂

∂x

[
(1+ηc) Kf

∂hf

∂x

]
+
∂

∂z

[
(1+ηc) Kf

(
∂hf

∂z
+ηc

)]
= ρfS s

∂hf

∂t
+ θη
∂c
∂t
− ρs
ρf

qs

η =
1
ρf

∂ρ

∂c

（1）

与其耦合的盐运移控制方程为[31]：

∂

∂x

(
Dx

∂c
∂x

)
+
∂

∂z

(
Dz
∂c
∂z

)
+
∂

∂x

(
Kf

θ

∂hf

∂x
c
)
+

∂

∂z

[
Kf

θ

(
∂hf

∂z
+ηc

)
c
]
=
∂c
∂t
− qs

θ
cs （2）

式中：x、z——位置坐标/m；

t——时间/d；
θ——有效孔隙度；

hf——水头/m；

Kf——渗透系数/（m·d−1）；

ρf——淡水密度/（kg·m−3）；

ρ——地下水密度/（kg·m−3）；

c——盐度/（g·L−1）；

η——地下水的相对淡水密度随盐度的变化率/（m3·
 kg−1）；

Dx、Dz——x、z 方向上的弥散系数/（kg2·d−1）；

qs ρs——源汇项/d−1，对应的密度为 ；

S s——储水系数/m−1。

hf

Nn

使用数值方法求解式（1）和式（2）获得 和 c 的数

值解时，因为离散后的系统维度等于数值网格节点数

，所以记作全阶模型。 

1.2    基于全阶模型的蒙特卡罗模拟

Ts

将渗透系数考虑为空间随机变量，样本量为 N，

总模拟时间为 。基于 FSM 的蒙特卡罗模拟时需要

反复运算 N 次 FSM，在时间步长  [t， t+∆t] 内考虑第

i 个样本求解耦合系统可表述为：Ai hi
f = Fi

1

Bi ci = Fi
2

（3）

A B式中： 、 ——水流、盐度系统的总纲矩阵；

i——上标指示第 i 个样本的变量；

hf——水头的数值解；

c——盐度的数值解；

F1 ——水流离散系统的右向量；

F2 ——盐度离散系统的右向量。

F1 F2 c hf

F1 F2

因为 和 分别是关于 和 的函数，所以需要

对式（3）迭代耦合求解，导致 FSMC 的计算量很大。

此外，在时变边界中， 和 包含的定解条件会随时

间变化。 

1.3    基于降阶模型的蒙特卡罗模拟

hf Ph = {ph1, ph2, · · · ,
phm} Pc =

{
pc1, pc2, · · · , pcm

}
hf

定义 和 c降阶空间的基分别为：

和 。参考文献 [23] 可将 和 c的
数值解投影到相应的降阶空间中，数值解可近似表

达为： 
hf ≈

m∑
i=1

αi phi = Phα

c ≈
m∑

i=1

βi pci = Pcβ

（4）

α = [α1,α2, · · · ,αm]T hf式中： —— 的降阶空间坐标系数；

β =
[
β1,β2, · · · ,βm

]T——c 的降阶空间坐标系数；

m——降阶模型的维度。

hf依据 Karhunen–Loève 理论， 和 c均可以表示为

均值与扰动的和，对应的表达式为：
hf = ⟨hf⟩+ h̃f ≈ ⟨hf⟩+

m∑
i=1

αi phi ≈ ⟨hf⟩+ Phα

c = ⟨c⟩+ c̃ ≈ ⟨c⟩+
m∑

i=1

βi pci ≈ ⟨c⟩+ Pcβ

（5）

⟨hf⟩式中： ——水头的均值；

⟨c⟩——盐度的均值；

h̃f
——水头的扰动；

c̃——盐度的扰动。

⟨hf⟩
⟨c⟩

式（4）、式（5）显然存在矛盾，前者只有在 与

等于 0 时才成立。虽然使用式（4）会引入额外的计

算误差，但可简化降阶模型，在一定程度上减少计算

量。将式（4）带入式（3）中，则 [t，t+∆t] 第 i 个样本求解

的 m 维耦合系统可表述为：

2024 年 夏传安，等：耦合变密度地下水流降阶模型与高斯过程的蒙特卡罗模拟  ·  3  ·



(Ph)T Ai(Ph)αi ≈ (Ph)TFi
1

(Pc)TBi(Pc)βi ≈ (Pc)TFi
2

（6）

Ph =
{
ph1, ph2, · · · , phm

}
Uh式中： —— 的前 m 列；

Pc =
{
pc1, pc2, · · · , pcm

}
Uc—— 的前 m 列。

α β hf

hf m≪
Nn Nn

hf

求解式（6）获得 与 后带入式（4）可获得 和 c 的

近似解。近似解的精度随着 m 增大而提高，当 m 接

近 Nn 时， 和 c 的近似解逼近式（3）的数值解。当

，求解 m 维系统的式（6）的计算量远小于 维系统

的式（3），可以达到节省计算量的目的。依托式（6）、
式（4）求解 和 c 的模型，模型维度为 m，记作降阶模型

ROM。依托 ROM 开展的蒙特卡罗模拟，记作 ROMC。

hf降阶空间的基通过一定数量的 FSM 获得 和 c 解

集合的奇异值分解获得：UhΛhVT
h = svd (Eh)

UcΛcVT
c = svd (Ec)

（7）

Eh =
[
h1
f ,h2

f , · · · ,hNs
f

]
hf hi

f i = 1,

2, · · · ,Ns

式中： —— 解集合，其中 （

 ）为某一时刻的

 FSM 水头数值解；

Ec =
[
c1, c2, · · · , cNs

]——c 解集合；

ci i = 1,2, · · · ,Ns——某一时刻的 FSM 盐度数值解， ；

Uh EhET
h—— 的特征向量矩阵；

Uc EcET
c—— 的特征向量矩阵；

Λh Uh——对角阵，主对角线为 特征向量的特征

 值，特征值按递减顺序排列；

Λc Uc——对角阵，主对角线为 特征向量的特征

 值，特征值按递减顺序排列；

Vh ET
h Eh——矩阵 的特征向量矩阵；

Vc ET
c Ec——矩阵 的特征向量矩阵。 

1.4    高斯过程

高斯过程作为一种黑箱模型，不需要考虑变密度

地下水流的驱动机制 ，用于构建渗透系数与 ROM

NY
s

Y = ln Kf

pYi ⟨Y⟩ Ỹ
Y = ⟨Y⟩+ Ỹ Ỹ

γi γi pYi

误差的关系。与式（7）相似，取 个对数渗透系数

（ ）的样本，使用奇异值分解得到的降阶空间

的基（ ）。Y 可以表示为其均值 与扰动 的和，即

。将 投影到降阶空间中获得对应的降阶

空间系数（ ），基于 与 近似 Y 的表达式为：

Y = ⟨Y⟩+ Ỹ ≈ ⟨Y⟩+
n∑

i=1

γi pYi ≈ ⟨Y⟩+ PYγ （8）

Y ⟨Y⟩ PY γ Y

γ

在不同 对应的 与 相同， 与 有唯一对应

关系。通过构建 与 ROM 误差的关系模型，可极大地

减少高斯过程模型的训练成本。

高斯过程模型的均值与协方差函数对模型预测

能力有重要影响，本文采用的均值与协方差函数为：

ξ (γ) = δ+
n∑

i=1

ωiγi （9）

k (γ,γ′) = σ2
e exp

−1
2

n∑
i=1

(
γi−γ′i
λei

)2 （10）

δ ωi σ
2
e λ

e
i其中， 、 、 、 为高斯过程模型的超参。 

1.5    基于耦合模型的蒙特卡罗模拟

γi

与全阶模型相比，本文变密度地下水流降阶模型

的主要数值误差源于对 hf 和 c 的近似，参见式（4）。
使用变密度地下水流降阶模型能够在模型定义域内

求得 hf 和 c 的近似解，但会引入额外的数值误差。为

了弥补降阶模型在该方面的不足，本文利用高斯过程

构建降阶模型误差关于 的模型得到的降阶模型误差

用于修正降阶模型的模拟结果，以此形成耦合模型，

在关键点位（例如监测井）位置可提高模拟精度。图 1
为耦合变密度地下水流降阶模型与高斯过程的蒙特

卡罗模拟（GP-ROMC）方法的构建框架。 

2    数值算例

考虑二维剖面含水层，含水层大小为 4.0 m×2.0 m
 

FSMC

ROMC

c

Y

Ns个FSM解

hf

GP GP-ROMC

hf和c误差

N Y
s个样本

γi (i=1, 2,

…, n)

图 1    GP-ROMC 的构建示意图

Fig. 1    Sketch for constructing GP-ROMC
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（图 2）。含水层左右边界为海岸边界，顶底边界为隔

水边界，分别在位置（1.5 m，2.0 m）、（2.0 m，2.0 m）和

（2.5 m，2.0 m）处淡水注水井，注水率是关于时间的函

数：[57.02+sin（πt/100）] m3/d。垂向注水井的过滤器布

设于地表以下 0～5 cm，过滤器引起的水头损失被忽

略。淡水与海水密度分别 1 000，1 025 kg/m3，海水的

盐度为 35 g/L。全阶模型采用标准有限元法离散控制

Ts = 200

方程式（1）（2），数值网格的大小为 41×21，共 861 个节

点、1 600 个单元，每个三角单元大小相同。时间采用

隐式差分，时间步长恒定为 20 min，共模拟 10 个时间

步长，  min。如图 2（a）所示，含水层设置 3 个

观测位置 I（2.5，1.5）， II（2.0，1.0）和 III（1.5，0.5），用于

观测水头和盐度的变化及构建 GP-ROMC 模型。
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0.5
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z
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（b）第1个时间步长

17.5

31
.5

31.5

FSM

ROM

0 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

−2

−1

0

1

2

x/m

z
/m

隔水边界 海岸边界 注水井

（a）含水层部分模型

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

 Y=ln[Kf/(m·d−1)]

图 2    二维剖面含水层及 FSM 与 ROM（m=30、NY=500）的盐度模拟结果

Fig. 2    Two-dimensional (cross-section) aquifer considered together with corresponding salinity contours obtained through FSM and
ROM with m =30 and NY=500

 

将 Y 考虑为服从高斯分布的空间随机场，其变异

性用指数协方差函数刻画：

C = σ2
Y exp

(
−
(

dx

λx

+
dz

λz

))
（11）

σ2
Y式中： ——Y 的方差；

dx dz、 ——两点之间在 x、z 方向的距离；

λx λz、 ——x、z 方向的相关长度。

考虑图 2（a）中的 Y 场 ，在第 1， 5， 10 个步长 ，由

FSM 及 ROM 获得的盐度等值线，见图 2（b）—（d）。
Y NY

NY

Eh Ec Ns = 10NY

设定 的样本量（N）等于 100 000，采集 =500 个 Y
样本量用于获取 FSM 的解。在每个时间步长都采集

个水头和盐度的数值解构建 和 ，即 。降

阶模型的维度 m 取值范围为 5，10，15，20，25，30，35，40。
以 FSMC 数值解作为参照，时间步长 [t， t+∆t] 内

ROMC 获得的水头和盐度的平均相对二范误差的表

达式分别为：

µh =
1
N

N∑
i=1

∥∥∥hi,ROM
f − hi,FSM

f

∥∥∥2

L2∥∥∥hi,FSM
f

∥∥∥2

L2

（12）

µc =
1
N

N∑
i=1

∥∥∥ci,ROM− ci,FSM
∥∥∥2

L2∥∥∥ci,FSM
∥∥∥2

L2

（13）

hi,ROM
f式中： ——ROMC 中第 i 个样本的水头模拟结果；

hi,FSM
f

——FSMC 中第 i 个样本的水头模拟结果；

ci,ROM——ROMC 中第 i 个样本的盐度模拟结果；

ci,FSM——FSMC 中第 i 个样本的盐度模拟结果。 

3    结果

NY Ns

hf ph1 ph2 ph3
NY ph1 ph2 ph3

pc1
pc2 pc3 NY

等于 100，500，1 000 时（即 等于 1 000，5 000，
10 000 时） 的前 3 个基： ， 和 ，见图 3。从图中

可见 ， 等于 500 和 1 000 对应的 ， 和 比较接

近。与图 3 相对应 ，图 4 所示为 c 的前 3 个基 ： ，

和 。从图中可见， 等于 100，500 和 1 000 对应

2024 年 夏传安，等：耦合变密度地下水流降阶模型与高斯过程的蒙特卡罗模拟  ·  5  ·



pc1 pc2 NY

pc3 NY

的 和 在视觉上差别不大， 等于 500 和 1 000 对

应的 结果比较接近。Xia 等 [21] 研究表明 越大，即

用于构建降阶模型的 FSM 解数量越多，降阶模型解的

NY

精度越高，但 ROMC 的计算效率也越低。基于此，同

时考虑图 3 和图 4 的结果，本文选取 =500 构建变密

度地下水流降阶模型。
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3图 3    hf 特征向量 、 和

Fig. 3    First three leading eigenvectors for hf with NY = 100, 500, and 1 000
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3图 4    c特征向量 、 和

Fig. 4    First three leading eigenvectors for c with NY = 100, 500, and 1 000
 

hf ηh σ2
h κh

ζh ηh σ2
h

以 FSMC 的解为参照，图 5 所示为最后时刻（t=
200 min）ROMC 获得 均值（ ）、方差（ ）、峰度（ ）

及偏度（ ）的绝对误差。 和 的绝对误差在 3 口注

κh

ζh

ηh σ
2
h κh ζh

水井附近比较大，围绕着 3 口井呈扇形向外辐射。

和 的绝对误差在第一类水头边界附近比较大，向含

水层内部扩展逐渐缩小。 、 、 和 在整个含水
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ηc

σ2
c κc ζc hf

ηc

层的平均绝对误差分别为 0.35，1.21，0.76，0.13，平均

相对误差分别为 5.27%、21.51%、7.76%、7.72%。相似

地，图 6 所示为最后时刻 ROMC 获得 c 均值（ ）、方

差（ ）、峰度（ ）及偏度（ ）的绝对误差。与 的结

果不同， 的绝对误差在注水井以下含水层中部比较

σ2
c κc ζc

ηc σ
2
c κc ζc

hf

hf

大，而 、 及 的绝对误差主要分布在靠边界的位

置。 、 、 和 在整个含水层的平均绝对误差分别

为 0.09，0.21，2.60，0.15，平均相对误差分别为 1.32%、

9.96%、28.85%、4.39%。 前 m 个基代表的降阶空间

与 c 不同，ROMC 的获得 和 c 误差也不相同。
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h κh ζhFig. 5    Absolute errors of ,  , , and  obtained through ROMC at t=200 min
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hf

hf

µh µc µh µc

hf

为了进一步分析 ROMC 获得 和 c 误差的规律

性，本文计算了不同时刻、不同降阶模型维度下 和

c 的平均相对二范误差式（12）（13），结果见图 7。指数

函数的值与 、 的值吻合良好，且 （或 ）不同时刻

具有相近的收敛指数。不同时刻指数函数的回归结

果见表 1。从表中可见：（1） 和 c 的 R2 大多高于 0.99；

hf

hf

（2） 不同时刻的 β 值相近，变化范围为 [−0.50，−0.47]，
平均值约为−0.48；（3）c 不同时刻的 β 值相近，变化范

围为 [−1.03，−0.93]，平均值约为−0.98；（4） 不同时刻

的 α 值相近，变化范围为 [−1.08，−0.89]，平均值约为

−0.99；（5）c 不同时刻的 α 值差别较大，且随时间逐渐

增大 ，变化范围为 [−1.67, −0.15]，平均值约为−0.80。
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µh µc µc

|β|
结果揭示了 和 与 m 呈现良好的指数关系。 的收

敛指数的绝对值 更大，说明 ROMC 获得 c 解精度对

m 更敏感，且收敛速率更快。

ηh σ
2
h κh ζh ηc σ

2
c κc ζc

ηh σ
2
h κh ζh

ηc σ2
c κc ζc

图 8 所示为 FSMC、ROMC 与 GP-ROMC 在观测

点 I 的 、 、 、 、 、 、 和 随 N 的变化曲

线。从图中可见： 、 、 及 在 N = 50 000 时接近

稳定； 和 在 N = 50 000 时接近稳定， 和 虽然变

化幅度总体不大，但确实呈现较大的相对波动；FSMC、

ROMC 与 GP-ROMC 获得的统计矩随 N 增大的变化趋

势一致；总体上，GP-ROMC 获得的统计矩比 ROMC 更

接近 FSMC。Xia 等 [21] 研究表明在定密度地下水流算

例中，样本量为 N = 20 000 时蒙特卡罗模拟的结果总

体上稳定，变密度地下水流系统受水力梯度与密度梯

度共同驱动，非线性很强，开展蒙特卡罗模拟时需要

较大的样本。耦合 GP 与变密度地下水流降阶模型，

可以对降阶模型的数值误差进行弥补修正，提高模拟

精度。

hf

由 FSMC、ROMC 与 GP-ROMC 方法在观测点 I、II
和 III 获得 的概率密度函数（PDF）及 ROMC 和 GP-
ROMC 获得的概率密度函数分别与 FSMC 的绝对误

差（Δ），见图 9。GP-ROMC 获得的概率密度函数要比

ROMC 更接近 FSMC，即 GP-ROMC 的解精度要总体

高于 ROMC。相似地，c的概率密度函数计算结果见

图 10，结果表明 GP-ROMC 的解精度要总体高于 ROMC
的解精度。

hf

η±2σ

hf

hf

为了进一步展示 GP-ROMC 在时间上的计算精度，

由 FSMC 与 GP-ROMC 获得的观测点 I、 II 和 III 的
和 c 的均值及 95% 置信区间（近似为 ）随时间的

变化情况见图 11。GP-ROMC 的结果与 FSMC 吻合良

好，说明 GP-ROMC 的计算精度在时间上稳定可靠。

观测点 I 距离动态注水井更近， 和 c 对应的均值变

化范围也更大，受动态注水影响， 的不确定性比观测

 

105 20 30 40

0.08

0.06

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

t=20 min

t=100 min

t=200 min

m

（a） （b）

µ
h

105 20 30 40
m

µ
c

0.1000

0.1659

0.0061

0.0100

拟合方程: y=αxβ

收敛指数: β
系数: α

µh µc图 7    t = 20，100，200 min 时 与 随 m的变化曲线及其指数函数的回归结果

µh µcFig. 7     and  obtained at t = 20, 100, and 200 min versus m together with the regression results of power function
 

µh µc表 1    不同时刻 与 关于 m的指数函数回归结果

µh µcTable 1    Regression results of power functions for characterizing the relationship between m and  (or ) obtained at each time step
 

t/min

y = αxβ

hf c

α β R2 α β R2

20 −0.92（−1.03，−0.81） −0.49（−0.53，−0.46） 0.995 −1.67（−1.88，−1.46） −0.93（−1.00，−0.86） 0.994

40 −0.89（−0.99，−0.80） −0.50（−0.53，−0.47） 0.996 −1.35（−1.63，−1.08） −0.96（−1.05，−0.87） 0.991

60 −0.90（−1.00，0.81） −0.50（−0.53，−0.47） 0.996 −1.06（−1.19，−0.93） −0.98（−1.02，−0.94） 0.998

80 −0.94（−1.04，−0.83） −0.49（−0.53，−0.46） 0.994 −0.92（−1.05，−0.79） −0.97（−1.01，−0.93） 0.998

100 −0.99（−1.12，−0.86） −0.48（−0.53，−0.44） 0.992 −0.80（−0.98，−0.62） −0.97（1.03，−0.91） 0.996

120 −1.04（−1.20，−0.89） −0.47（−0.53，−0.42） 0.989 −0.68（−0.88，−0.50） −0.98（−1.05，0.92） 0.996

140 −1.08（−1.25，−0.91） −0.47（−0.52，−0.41） 0.986 −0.59（−0.76，−0.41） −0.99（−1.05，−0.94） 0.997

160 −1.08（−1.25，−0.91） −0.47（−0.52，−0.41） 0.986 −0.47（−0.62，−0.32） −1.01（−1.05，−0.95） 0.998

180 −1.05（−1.20，−0.89） −0.47（−0.52，−0.42） 0.998 −0.33（−0.46，−0.20） −1.01（−1.06，0.97） 0.998
200 −1.00（−1.13，−0.86） −0.48（−0.53，−0.44） 0.991 −0.15（−0.26，−0.03） −1.03（−1.07，−0.99） 0.999

　　注：系数α和收敛指数β对应的单元数值为：回归值（95%置信区间下边界，95%置信区间上边界）。
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点 II 和 III 大，而盐度的不确定性小。

以 FSMC 的解为参考，GP-ROMC 与 ROMC 在观

测点 I、II 和 III 处获得水头和盐度的平均绝对误差随

m 变化曲线，GP-ROMC 平均绝对误差相对于 ROMC
的减少百分比，见图 12。随着 m 增大，GP-ROMC 与

ROMC 获得的平均绝对误差单调减少，且 GP-ROMC

获得的误差总是小于 ROMC。GP-ROMC 对水头的精

度提升百分比要高于盐度，且盐度的精度提升随 m 增

大有减小的趋势，而水头没有明显趋势。 

4    讨论

变密度地下水流降阶模型基于数学物理方程构
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建，在研究区定义域范围内都可得到全阶模型的近似

解，但降阶模型难免引入数值误差。本文开展了耦合

变密度地下水流降阶模型与高斯过程的蒙特卡罗模

拟（GP-ROMC）研究，在较少计算成本的前提下提升了
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含水层关键点位（例如监测井）的蒙特卡罗模拟精度。

虽然研究结果总体显示 GP-ROMC 能适应不同降阶模

型维度用以提高蒙特卡罗模拟精度，但还有一些问题

值得进一步讨论分析，为下一步研究工作打下基础。 

4.1    FSM 数值解采集方式

稳定流条件下，用于构建降阶模型的 FSM 数值解

选取方式相对简单，不需要考虑地下水流系统在不同

时刻的动态变化情况。Xia 等 [21] 在定密度稳定地下水

流情况下，直接选取一定数量的 FSM 数值解用于构建

降阶模型，且通过求解随机地下水流统计矩方程获得

降阶模型的基。Pasetto 等 [22] 在非稳定流条件下，采集

了不同时刻 FSM 数值解并更新了基，用于构建定密度

地下水流的降阶模型，同时指出并不需要在每个时间

步长都更新基。本文采集了每个时间步长的 FSM 数

值解并利用它们计算降阶模型的基，方法更简单且计

算量更小，但同时引入了额外的计算误差。分别采集

每个时刻的 FSM 数值解并更新降阶模型的基，可减小

计算误差，但也会增大建模难度和计算量。从图 2（b）—

（d）观察到的盐度降阶模型误差较小，但从图 8（a）（e）
的结果可见 ROMC 与 FSMC 的水头与盐度均值差别

较大，所以 FSM 数值解的采集方式可能还需要进一步

提高以提高 ROMC 自身的模拟精度。 

4.2    水头与盐度的 Karhunen–Loève 表达

hf c

⟨hf⟩ ⟨c⟩
使用式（4）而非（5）近似 和 会引入额外的计算

误差 ，特别是当 与 明显大于零时。以 FSMC
在最后时刻的数值解为参考 ，Ns=500，m=5，使用式

（4）（5）近似水头的平均均方根误差分别为 0.182 1 和

0.180 6，近似盐度的平均均方根误差分别为 0.177 5 和

0.175 8。结果说明使用式（4）近似水头和盐度时误差

相对更小。此外，相比于式（5），使用式（4）构建降阶

模型的离散方程更简单，编码更容易，计算量更小。 

4.3    CPU 时间

GP-ROMC 的计算可以划分为 4 个部分：（1）构建

ROM 模型，包括采集 FSM 数值解与奇异值分解获取

水头和盐度的基；（2）开展 ROMC 模拟；（3）构建并训

练 GP 模型，包括计算 ROM 模型误差和获取渗透系数

基的系数  ；（4）利用 GP 模型模拟 ROM 模型误差。这

4 个部分中，相对于第（2）部分，其余 3 个部分计算量

很小可忽略不计。关于第（2）部分，变密度地下水流系

统受水力梯度与密度梯度共同作用，无论是全阶模型

还是降阶模型都需要迭代计算 2 个子系统。使用处

理器：13th Gen Intel（R） Core（TM） i7-13700K 3.40 GHz、
RAM：32G 的电脑时，单个全阶模型运算大约需要 0.94 s，
而单个降阶模型运算在 m=30，20，10，5 时分别需要
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图 12    观测点 I、II 和 III，GP-ROMC 与 ROMC 获得水头与盐度的平均绝对误差和 GP-ROMC 平均绝对误差相对于 ROMC 的减少百
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hfFig. 12    Mean absolute error of  and c at points I , II , and III obtained through GP-ROMC and ROMC with m increasing from 5 to 40,
together with the percentage of decrease of the mean absolute error obtained through GP-ROMC with reference to ROMC
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µh µc0.19，0.13，0.08，0.05 s，t = 200 min 时对应的 （ ）的值

（图 7）分别为 0.07（0.03），0.09（0.04），0.13（0.08）和 0.16
（0.16）。此外，值得指出的是本文提出的方法在三维

变密度地下水流问题中的计算优势会比二维更突出，

因为 FSM 的总纲矩阵与二维问题相比通常具有更大

的带宽，而降阶模型与带宽无关。 

5    结论

µh µc

µh µc

（1）由 ROMC 获得水头与盐度受 m 的影响不同，

相对于水头，盐度的精度对 m 更敏感，收敛速率更

快。 与 与 m 的关系均可用指数函数（即 y = αxβ）刻

画：不同时刻的回归结果显示指数函数的 R2 多数大

于 0.99； 与 分别对应的 β 值在不同时刻差别不大，

均值分别约为−0.48 和−0.98。

ηh σ
2
h κh ζh

ηc σ
2
c κc ζc

（2）ROMC 获得水头与盐度的均值、方差、峰度与

偏度等总体能逼近 FSMC 的结果，说明使用 ROMC 替代

FSMC 总体可行。 、 、 和 在整个含水层的平均

绝对误差分别为 0.35，1.21，0.76，0.13，平均相对误差分

别为 5.27%、21.51%、7.76%、7.72%。 、 、 和 在

整个含水层的平均绝对误差分别为 0.09，0.21，2.60，0.15，
平均相对误差分别为 1.32%、9.96%、28.85%、4.39%。

（3）在含水层关键监测位置，GP-ROMC 的模拟精

度比 ROMC 高，耦合变密度地下水流降阶模型与高斯

过程能在较小计算成本的前提下提高模拟精度。GP-
ROMC 能适应不同时刻、不同降阶模型误差量级（对

应不同的 m）同时提高水头与盐度模拟精度。
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